Alte metode de integrare decat cele studiate la clasa

1. Prima metoda de schimbare de variabila

a.Teorema: Fie I, ] interval din Rsi g: I — J, f:] = R functii cu proprietatile:
1. g derivabila pe I;
2. f admite primitive pe J ( F-o primitiva a sa).

Atunci functia (f o g) - g’ (x)dx = F(g(x)) + C.

b.In aplicarea primei metode de schimbare de variabild distingem urmatoarele date si etape:
- functiade integrat: h : [ - R
f
-se cautd doua functii I i] > R, astfel incat sa putem scrie: h(x) = f(g(x)) -g'(x);
-se cautd o primitiva F a lui f, adic3 [ f(t) = F(t) + C;
-0 primitiva H a lui h se obtine prin relatia H = F o g , adica :

Jh(x)dx = [ f(g(x)-g'(x)dx =F(g(x)) +C.

c. Practic, dup3 identificarea functiilor g si f , pentru a calcula integrala nedefinitd [ f(g(x)) -
g' (x)dxse procedeaza astfel: se face inlocuirea g(x) = t si se diferentiaza ca o egalitate de
functii dg(x) = dt sau g'(x)dx — dt. Facand aceste inlocuiri in integrala initial3, se obtine
(formal) succesiv:

Jf(g(x)) -g' (0)dx = Jf(t)dt =F{t)+C = F(u(x)) +C.

Egalitatea ff(g(x)) -g'(x)dx = [ f(t)dt este formal3, in sensul procedeului practic descris;
ea nu trebuie interpretata ca o egalitate obisnuita de functii (cele douda multimi de functii sunt
definite pe intervale diferite I si J).

Observatie: Se poate proceda si direct: identificand doar functiile f si g, fara a trece efectiv la
variabila t; Tn acest sens este util tabloul primitivelor unor functii compuse.

. g g’ ()dx =2 ()+anN

2. [g*()-g'(x) = )+co<E]Roc¢ —1;

3. fg (x)dx— Inlgx)| + ¢;

4. [e9% g'(x)dx = e9™ + ;



g’ (x) _ gx)-a
5. 5= 0-a2 & —Za |g(x)+ +c,a#0;
1 g( ) .
6. faz+gz(x)g () dx = arctg +ca#0;

7. [sing(x)-g'(x)dx = —cos g(x) + ¢;

8. [cosg(x)- g (x)dx =sing(x) + c;

9. [

— g(x)g "(X)dx =tgg(x) +c, x €la.icosg(x)#0;

1

o

S +tg?g(x) - g’ ()dx =tg g(x) +c;

11. |

g' (x)dx = —ctg g(x) + c;

sm2 gx)

1

N

S+ ctg?g(x) - g’ (x)dx = —ctg(x) + c;
13. [tg g(x) - g'(x)dx = —In|cos g(x)| + ¢;

1

o

. Jetg g(x) - g'(x)dx = In|sing(X)| + ¢;

I — 2 2 )
15. fmg ()dx =In(g(x) +/g2(x) +a )+c,a¢0,

I — 2(+) — 2 )
16. fmg (x)dx—ln|g(x)+w/g (x)—a |+c,a¢0,

()

1 g :

17. fmg (x)dx = arcsin==+c,a # 0;

18. [a? — g2(x) - g'(x)dx = —g(x) az — g2 4 = arcsmM +c;

19. [V g?(0)+x g'(x)dx = %g(X) gz(x)+0<+§ln|g(x) + /g% +x| + c.

2. A doua metoda de schimbare de variabila
a.Teorema: Fie I,J interval din Rsi g: I = J, f:] = R, functii cu proprietatile:
1. g este bijectiva, derivabila, cu derivata nenul3;
2. functia h = (f o g) - g’ admite primitive (H o primitiva a sa).
Atunci:



-functia F admite primitive;
-functia H o g~ este o primitiva a lui f, adic3

[ rwax = Hegron +e

b.In aplicarea celei de a doua metod3 de schimbare de variabild distingem urmétoarele date si
etape:

-functia de integrat: : ] - R;

-se cauta : I — J, derivabila si cu derivata nenula

-se formeaza functia h(t) = f(g(t)) - g'(t) si se cautd o primitiva:

[ ro@) g @ar=nw +c
-0 primitivd a functiei f se obtine din H prin relatia= H o g~1, adic3
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c.Practic, dupa precizarea functiei g , pentru a calcula integrala nedefinita

[ f(x)dx, se procedeazi astfel:

se diferentiaza egalitatea x = g(t) ; dx = g’(t)dt . Se inlocuiesc in integrala initiald x si dx si
se obtine (formal) succesiv:

[fdx=[f(g®) - g@®dt=H®) +C=H(g *(x)) +c.

Egalitatea [ f(x)dx = [ f(g(t)) - g'(t)dt este formala si nu trebuie considerata ca o egalitate
obisnuita de functii.

Observatie: In rezolvarea unor exercitoo de calcul al primitivelor prin schimbarea de variabil3
vom folosi atat procedeul descris la puncrul b., care presupune separarea calculelor n raport
cu variabilele x si t, cat si procedeul descris la punctul c. unde vom accepta egalitati formale
castigand Tn operativitate.

Integrarea functiilor rationale: Metoda lui Ostrogradsky

Daca Q(x) are radacini multiple, atunci

P(x) dx = X(x) Y(x)
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unde Q; (x) este cel mai mare divizor comun al polinoamelor Q(x) si Q’(x);



X(x) si Y(¥) sunt polinoame cu coeficienti nedeterminati ale cdror grade sunt, respectiv, cu o
unitate mai mici decat ale polinoamelor Q;(x) si Q1 (x). Coeficientii polinoamelor X(x) si Y (v)
se determina prin derivarea egalitatii si identificare.
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